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v

Introduzione

La stragrande maggioranza dei sistemi di interesse della fisica della materia (a par-
tire dagli stessi atomi) coinvolgono più di un elettrone, quindi la loro equazione di
Schrödinger non è risolvibile analiticamente. Per tali sistemi si possono ottenere dei
risultati numerici affidandosi a diverse approssimazioni e metodi computazionali a
seconda che si tratti di atomi, molecole od oggetti più complessi. In questa disser-
tazione studieremo, nell’ambito delle molecole, il metodo di Hartree-Fock nel caso
Closed Shell, che permette di trovare soluzioni approssimate per un buon numero di
problemi e pone le basi per la trattazione Open Shell. Utilizzando il programma di
pubblico dominio GAMESS, pensato per lo studio delle molecole e con molti metodi
di calcolo disponibili, applicheremo il metodo di Hartree-Fock al semplice caso delle
molecole biatomiche omonucleari per poter valutare e confrontare i risultati ottenuti.

Nel primo capitolo verrà presentato il metodo di Hartree-Fock per una molecola
Closed Shell, con cui è possibile, a partire da un’approssimazione variazionale di
elettroni indipendenti e campo medio utilizzando il determinate di Slater, arrivare
a set di equazioni integro-differenziali non lineari che richiedono l’utilizzo di meto-
di computazionali di risoluzione a causa dei due termini di campo autoconsistente
(Hartree e scambio).

Nel secondo capitolo si espliciteranno i passaggi che compongono il metodo iter-
ativo di risoluzione delle equazioni di Hartree-Fock, evidenziando quali sono i punti
cruciali per una buona riuscita dei calcoli: l’innesco delle iterazioni, il feedback e la
convergenza.

Trattandosi del caso specifico delle molecole e seguendo la filosofia dell’approssi-
mazione LCAO, nel terzo capitolo, sviluppando le funzioni d’onda di singolo elet-
trone come combinazioni di una base finita di funzioni d’onda, si passerà dalle
equazioni di Hartree-Fock ad un problema agli autovalori generalizzato. Sempre
nell’ambito dei sistemi Closed Shell si espliciteranno gli elementi che compongono il
problema secolare e come cambia il metodo iterativo. Infine si accennerà all’ortogo-
nalizzazione di Löwdin e al ruolo della simmetria nel caso delle molecole biatomiche
omonucleari.

Vista la dipendenza dei risultati dalla scelta della base, nel quarto capitolo pre-
senteremo alcuni tra i più comuni set usati dai chimici per risolvere il problema
Hartree-Fock, insieme ai loro pregi e difetti nel rappresentare la fisica coinvolta e
ridurre il peso computazionale.



vi Introduzione

Infine nel quinto capitolo si applicherà quanto discusso al caso delle molecole bi-
atomiche omonucleari della prima riga della tavola periodica utilizzando GAMESS
e confrontando le previsioni numeriche ottenute per alcune quantità di interesse
spettroscopico, come le costanti rotazionali e vibrazionali, con le equivalenti quan-
tità misurate, soffermandoci anche sullo scavalcamento in energia fra due orbitali
molecolari di diversa simmetria nell’oltrepassare metà del periodo.
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Capitolo 1

Il metodo di Hartree-Fock

1.1 L’Hamiltoniana del sistema

Per una molecola composta da I atomi ed N elettroni l’Hamiltoniana completa del
sistema è scritta in unità atomiche come:

Ĥ = − 1
2µ

I∑
k=1

(
∇2
k

)
+

N∑
i=1

[
−1

2∇
2
i −

I∑
k=1

Zk

|~ri − ~Rk|

]
+ 1

2

N∑
i, j

1
|~ri − ~rj |

+ 1
2

I∑
k, j

1∣∣∣ ~Rk − ~Rj
∣∣∣

(1.1)
L’Hamiltoniana è composta dal termine cinetico degli elettroni (i) e dei nuclei (k),
il termine di potenziale elettrostatico attrattivo dei nuclei e il termine di repulsione
elettrostatica tra gli elettroni e tra i nuclei. Se vale l’approssimazione di Born-
Hoppeneimer per cui consideriamo separatamente la dinamica degli elettroni e la
dinamica dei nuclei, avremo due Hamiltoniane: una elettronica in cui i nuclei sono
considerati fermi rispetto agli elettroni e una nucleare dove i nuclei sono influenzati
dal cosiddetto potenziale di Born-Oppenheimer ottenuto risolvendo l’Hamiltoniana
elettronica definita come:

Ĥe =
N∑
i=1

[
−1

2∇
2
i −

I∑
k=1

Zk

|~ri − ~Rk|

]
+ 1

2

N∑
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1
|~ri − ~rj |

=
N∑
i=1

h(~ri) + 1
2

N∑
i, j

1
|~ri − ~rj |

(1.2)
se non non ci fosse il termine di repulsione elettrone-elettrone l’Hamiltoniana elet-
tronica sarebbe separabile e l’equazione di Schrödinger ĥe |Ψ〉 = En |Ψ〉 esatta-
mente risolta da un prodotto antisimmetrizzato di funzioni d’onda di singolo elet-
trone. In presenza del termine repulsivo, invece, il problema si complica e la sua
soluzione richiede qualche approssimazione; quella su cui ci soffermeremo in questa
dissertazione è il Metodo di Hartree-Fock.
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1.2 Dal principio variazionale associato all’equazione di
Schrödinger ad Hartree-Fock

1.2.1 Principio variazionale e determinante di Slater

Il principio variazionale associato all’equazione di Schrödinger afferma che la fun-
zione d’onda di un autostato dell’ Hamiltoniana rende estremale il valore medio
dell’energia sotto il vincolo di normalizzazione. Ciò equivale a trovare l’estremo del
funzionale:

F [Ψ] = E[Ψ]− λN [Ψ] (1.3)

dove:
E[Ψ] =

∫
Ψ∗(~r) Ĥ Ψ(~r) d3r N [Ψ] =

∫
|Ψ(~r)|2 d3r (1.4)

e λ è il parametro di Lagrange. Imponendo δF = 0 otteniamo:∫
δΨ (Ĥ − λ)Ψ(~r) d3r = 0 ∀ δΨ (1.5)

che, vista l’arbitrarietà di δΨ, corrisponde all’Equazione di Schrödinger per le aut-
ofunzioni dell’Hamiltoniana. Il minimo del funzionale F [Ψ] corrisponde allo stato
fondamentale mentre a tutti gli altri estremi corrispondono gli stati eccitati. Se si
rinuncia alla forma più generale della funzione d’onda e si restringe la propria ricer-
ca in un certo sottospazio di Hilbert il principio variazionale restituisce la migliore
approssimazione delle autofunzioni possibile in quel determinato sottospazio. Se
ad esempio nella ricerca ci si limita a prodotti antisimmetrizzati di stati di singolo
elettrone |αi, σi〉 composti da una parte spaziale e una spinoriale, si ottiene il meto-
do di Hartree-Fock, che consiste appunto nel ricercare il minimo del funzionale 1.3
prendendo soltanto stati a molti elettroni della forma:

|ΨHF 〉 = 1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
|α1〉1 |σ1〉1 |α1〉2 |σ1〉2 . . . |α1〉N |σ1〉N
|α2〉1 |σ2〉1 |α2〉2 |σ2〉2 . . . |α2〉N |σ2〉N

. . . . . . . . . . . .
|αN 〉1 |σN 〉1 |αN 〉2 |σN 〉2 . . . |αN 〉N |σN 〉N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.6)

anche nota come Determinante di Slater. Questo tipo di stato impone "automatica-
mente" il principio di Pauli e l’antisimmetria sotto l’operatore di scambio richiesta
dalla Statistica di Fermi, ma rimane però il limite di considerare il prodotto di stati
elettronici indipendenti che rappresenterebbe la soluzione esatta dell’Hamiltoniana
solamente se non ci fosse l’interazione elettrone-elettrone. In sua presenza rapp-
resenta invece un’approssimazione "di campo medio", nella quale ogni elettrone,
anziché della repulsione di ciascun altro elettrone, risente solo della loro repulsione
media. Il funzionale di cui vanno ricercati gli estremi aggiungendo il vincolo di
ortonormalità delle funzioni d’onda di elettrone indipendente, diventa dunque:

F [ΨHF ] = 〈ΨHF | Ĥ |ΨHF 〉 −
∑
i,j

λi,j δσiσj [〈αi|αj〉 − δij ] (1.7)

Dove gli elementi delle matrice λi,j sono parametri di Lagrange.
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1.2.2 Energia totale

Soffermiamoci ora sull’energia media degli stati scritti nella forma del determinante
di Slater per un sistema di solo 2 elettroni. Se con ψαi e χj(σi) indichiamo rispetti-
vamente la funzione d’onda dello stato spaziale αi e dello stato spinoriale σi relativi
al j-esimo elettrone, lo stato Hartree-Fock sarà composto da due stati elettronici

ΨHF = 1√
2

[ψα1(~r1)χ1(σ1)ψα2(~r2)χ2(σ2)− ψα1(~r2)χ2(σ1)ψα2(~r1)χ1(σ2)] (1.8)

e il valore dell’energia media sarà preso sui termini di singolo elettrone 〈ΨHF | ĥ(~ri) |ΨHF 〉
dove

ĥ(~ri) = −1
2∇

2
i −

I∑
k=1

Zk

|~ri − ~Rk|
(1.9)

e sul termine relativo all’interazione elettrone-elettrone 〈ΨHF | 1
|~r1− ~r2|

|ΨHF 〉:

〈ΨHF | ĥ(~r1) + ĥ(~r2) |ΨHF 〉 = 〈ψα1 | ĥ(~r) |ψα1〉+ 〈ψα2 | ĥ(~r) |ψα2〉 (1.10)

Estendendo il risultato da 2 ad N elettroni[1], otteniamo:

〈ΨHF |
N∑
i=1

ĥ(~ri) |ΨHF 〉 =
N∑
i=1
〈ψαi | ĥ(~r) |ψαi〉 (1.11)

Prendiamo invece adesso in considerazione il termine di interazione elettrone-elettrone
con 2 elettroni e introduciamo per semplicità la seguente relazione:

〈ij|kl〉 = 〈αi| 〈αj |
δσiσkδσjσl
|~r − ~r ′|

|αk〉 |αl〉 (1.12)

allora:

〈ΨHF |
1

|~r1 − ~r2|
|ΨHF 〉 = 〈12|12〉 − 〈12|21〉 (1.13)

Il primo viene spesso chiamato integrale diretto, o di Hartree, o elettrostatico; il
secondo integrale di scambio. Anche questo risultato si generalizza facilmente al
caso di N elettroni[1]:

〈ΨHF |
1
2

N∑
i, j

1
|~ri − ~rj |

|ΨHF 〉 = 1
2

N∑
i, j

[〈ij|ij〉 − 〈ij|ji〉] (1.14)

L’energia totale Hartree-Fock di un sistema di N elettroni è quindi:

〈ΨHF | Ĥe |ΨHF 〉 =
N∑
i=1
〈ψαi | ĥ(~r) |ψαi〉+ 1

2

N∑
i, j

[〈ij|ij〉 − 〈ij|ji〉] (1.15)

L’energia totale del sistema può cioè essere riscritta come combinazione di integrali
ad uno e a due elettroni, riducendo di molto la complessità del problema. Ciò
è dovuto alla struttura dell’Hamiltoniana che è composta da operatori a uno e a
due elettroni, e al metodo di Hartree-Fock, che approssima la funzione d’onda a N
elettroni come prodotto antisimmetrizzato di funzioni ad un solo elettrone.
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1.2.3 Equazione di Fock

A questo punto dal funzionale energia media

F [ΨHF ] =
N∑
i=1

∫
d3r ψ∗αi(~r) ĥ(~r)ψαi(~r) + 1

2

N∑
i, j

∫∫
d3r d3r′×

×
[
ψ∗αi(~r)ψ

∗
αj (~r

′)ψαi(~r)ψαj (~r ′)
|~r − ~r ′|

− δσiσj
ψ∗αi(~r)ψ

∗
αj (~r

′)ψαj (~r)ψαi(~r ′)
|~r − ~r ′|

]
−

−
N∑
i,j

λi,j δσiσj

[∫
d3r ψ∗αi(~r)ψαj (~r)− δij

]
(1.16)

cerchiamo l’estremo, imponendo δF/δψi = 0, e otteniamo

ĥ ψαi+

 N∑
j 6=i

∫
d3r′
|ψαj (~r ′)|2

|~r − ~r ′|

ψαi−
 N∑
j 6=i

δσiσj

∫
d3r′

ψ∗αj (~r
′)ψαi(~r ′)
|~r − ~r ′|

ψαj

 =
N∑
i,j

λi,j δσiσjψαj .

(1.17)
A causa dell’ultimo termine questa equazione è leggermente diversa dalla classica
equazione agli autovalori, alla quale però può essere ricondotta con un’opportu-
na trasformazione delle funzioni d’onda (Canonical Hartree-Fock Orbitals[2]) che
dipende dalle proprietà e dalle simmetrie del sistema. Fatto ciò, otteniamo la
seguente Schrödinger-like equation:

ĥ ψαi +

 N∑
j 6=i

∫
d3r′
|ψαj (~r ′)|2

|~r − ~r ′|

ψαi −
 N∑
j 6=i

δσiσj

∫
d3r′

ψ∗αj (~r
′)ψαi(~r ′)
|~r − ~r ′|

ψαj

 = εαiψαi

(1.18)
con cui è possibile trovare la migliore approssimazione delle autofunzioni dell’Hamil-
toniana elettronica e dei relativi autovalori quando lo stato a N elettroni è approssi-
mato da un determinate di Slater 1.6. Osserviamo attentamente i termini di questa
equazione. Il termine ĥ, primo addendo a primo membro della 1.18, è l’Hamiltoniana
degli elettroni (energia cinetica + attrazione verso i nuclei) in assenza di repulsione
elettrone-elettrone. A seguire abbiamo un termine di campo autoconsistente, che
compare anche nel metodo di Hartree, costituito dalla somma degli integrali delle
densità di probabilità elettroniche di tutti gli orbitali occupati ψαj 6=αi . Secondo l’in-
terpretazione classica è il potenziale repulsivo dovuta alla distribuzione media degli
elettroni, data dalla loro densità di probabilità. Inoltre, come vedremo in seguito,
questa particolare forma, in cui il potenziale dipende dalle stesse autofunzioni del-
l’equazione, impone una soluzione computazionale, con metodi iterativi e criteri di
convergenza adeguati. L’ultimo è il termine che distingue Hartree da Hartree-Fock e
nasce dall’aver imposto l’antisimmetria legata alla statistica di Fermi: il potenziale
di scambio. Si tratta di un operatore non locale, il cui effetto nel punto ~r dipenderà
dall’andamento di Ψ(~r ′ 6= ~r) in linea di principio in tutto lo spazio.

1.2.4 Closed Shell e l’operatore di Fock

Le equazioni 1.18 si ottengono in modo immediato quando il numero di elettroni N
è tale da dar luogo solo a "shell completi", che sia negli atomi, sia nelle molecole,
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danno luogo a spin totale S = 0 e ad un Determinante di Slater dotato della stessa
simmetria dell’Hamiltoniana (quindi L = 0 per gli atomi e rappresentazione total-
simmetrica per le molecole); come mostrato da Roothaan nel 1960 [3], anche per shell
incompleti è possibile, con ragionamenti meno semplici e qualche approssimazione
in più, giungere alle stesse equazioni di campo autoconsistente con stati Hartree-
Fock di N elettroni che sono ancora autostati di Ŝ2 (ROHF). Sapendo allora che
in un sistema Closed Shell ogni stato spaziale è occupato da due elettroni con spin
opposto, così che αi+N/2 = αi, l’energia 1.15 sarà:

〈ΨHF | Ĥe |ΨHF 〉 = 2
N/2∑
i=1
〈ψαi | ĥ(~r) |ψαi〉+

N/2∑
i, j

[2(αiαi|αjαj)− (αiαj |αjαi)] (1.19)

dove si usa la notazione degli integrali coulombiani:

(αiαj |αkαl) =
∫∫

d3r d3r′
ψ∗αi(~r)ψ

∗
αk

(~r ′)ψαj (~r)ψαl(~r ′)
|~r − ~r ′|

(1.20)

e le equazioni 1.18 saranno:

ĥ ψαi + 2

N/2∑
j=1

∫
d3r′
|ψαj (~r ′)|2

|~r − ~r ′|

ψαi −
N/2∑
j=1

∫
d3r′

ψ∗αj (~r
′)ψαi(~r ′)
|~r − ~r ′|

ψαj

 = εαiψαi

(1.21)

A questo punto possiamo riscrivere l’equazione 1.18 in termini di operatori di singola
particella. Se infatti introduciamo le quantità:

n(~r) = 2
N/2∑
i=1
|ψαi(~r)|

2 (1.22)

n(~r, ~r ′) =
N/2∑
i=1

ψαi(~r)ψ∗αi(~r ′) (1.23)

ΣHF (~r, ~r ′) = n(~r, ~r ′)
|~r − ~r ′|

(1.24)

e le definizioni:

VH(~r) =
∫
d3r

n(~r)
|~r − ~r ′|

= 2
N/2∑
j=1

∫
d3r′
|ψαj (~r ′)|2

|~r − ~r ′|
(1.25)

∫
d3r′ΣHF (~r, ~r ′) =

N/2∑
j=1

∫
d3r′

ψ∗αj (~r
′)ψαj (~r)

|~r − ~r ′|
(1.26)

e sostituendo queste definizioni nell’equazione 1.21 possiamo scrivere:

f̂ ψαi =
[
ĥ+ VH(~r)

]
ψαi −

∫
d3r′ΣHF (~r, ~r ′)ψαi(~r ′) = εiψαi (1.27)

dove f̂ = ĥ + VH(~r) −
∫
d3r′ΣHF (~r, ~r ′) è chiamato l’operatore di Fock. In questo

modo abbiamo ottenuto un set di equazioni di singola particella in cui tutti gli
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elettroni risentono dello stesso campo effettivo dovuto alla loro repulsione reciproca,
che è equivalente all’approccio di campo medio utilizzato nel corso di Struttura della
Materia. La complessità del problema a molti elettroni viene quindi rimandato alla
ricerca e al calcolo del potenziale

VHF = VH(~r)−
∫
d3r′ΣHF (~r, ~r ′) (1.28)

il cui secondo addendo vale la pena di ricordarlo è non locale, perché agisce sulla ψ
come un "nucleo integrale".

1.3 Potenziale di scambio ed energia media
Dalla forma dell’equazione 1.18 possiamo osservare che il potenziale di scambio,
privo di interpretazione classica, interviene esclusivamente fra orbitali spaziali cor-
rispondenti alla stessa proiezione di spin, provocando la differenza di energia tra
gli stati di tripletto e di singoletto e dando validità alla regola di Hund, per cui
gli stati più convenienti dal punto di vista energetico sono quelli con spin massimo.
Va anche osservato che se non ci fosse l’interazione elettrone-elettrone, l’equazione
1.18 sarebbe la vera equazione di Schrödinger per il solo potenziale dei nuclei, e
l’energia totale di N elettroni sarebbe la somma degli autovalori ottenuti risolvendo
l’equazione 1.18, che invece, nel metodo di Hartree-Fock, contiene il doppio dell’en-
ergia dovuta alla repulsione elettrone (Double Counting) e deve essere sottratta nel
conto. Quindi una volta risolta le equazioni 1.18 autoconsistenti, l’energia totale
del sistema può essere espressa come:

EHFTOT =
N∑
i=1

εαi −
1
2

 N∑
i, j

∫∫
d3r d3r′

|ψαi(~r)|
2
∣∣∣ψαj (~r ′)∣∣∣2

|~r − ~r ′|

+

+1
2

 N∑
i j

∫∫
d3r d3r′

ψ∗αi(~r)ψ
∗
αj (~r

′)ψαj (~r)ψαi(~r ′)
|~r − ~r ′|


(1.29)
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Capitolo 2

Campo Autoconsistente

Come accennato nel capitolo precedente, il metodo di Hartree-Fock ci consegna
un’equazione integro differenziale non lineare (1.27) la cui soluzione individua la
migliore approssimazione di campo medio (1.6) della funzione d’onda di un sis-
tema di N elettroni ed I atomi dotata dell’antisimmetria tipica dei fermioni identici.
Non essendo in generale possibile trovare una soluzione analitica per i problemi di
campo autoconsistente, bisogna rivolgersi a metodi alternativi, dopo aver assunto
l’esistenza e l’unicità della soluzione dell’equazione in questione1.

2.1 Metodo iterativo

Un possibile approccio, utilizzabile con le dovute distinzioni sia nel caso del metodo
delle differenze finite che del set di basi, è quello di scomporre la ricerca del problema
in diversi passi:

1) Fare una congettura iniziale sulle funzioni d’onda che si ritengano più vicine
alla soluzione esatta.

2) Calcolare il potenziale di Hartree e il potenziale di scambio (1.28) a partire
da tali funzioni d’onda.

3) Risolvere l’equazione di Schrödinger utilizzando i potenziali calcolati al punto
precedente così determinando un nuovo set di funzioni d’onda.

4) Ripetere i passi 2) e 3) fino a che autovalori e funzioni d’onda non arrivino a
soddisfare dei criteri di convergenza opportunamente stabiliti a priori.

In sostanza dunque, partendo da una scelta iniziale, si risolvono a turno un paio
di integrali di tipo elettrostatico e un problema differenziale di Schrödinger fino
al raggiungimento dell’autoconsistenza tra i potenziali e le funzioni d’onda [5]. Di
fronte a questo approccio possono sorgere spontanee diverse domande:

a) La soluzione ottenuta è indipendente dalla scelta iniziale delle funzioni d’onda
e in caso contrario quanto è determinante per la buona riuscita del calcolo?

1Come si farà anche poi nel seguito. Su esistenza e unicità vedi [4]



8 2. Campo Autoconsistente

b) Il passaggio dallo step 2) allo step 3) (detto Full Feedback), per cui l’equazione
di Fock utilizza i potenziali di Hartree e di scambio calcolati con le funzioni
dell’iterazione precedente, è il miglior modo di far convergere alla soluzione
più accurata?

c) Quali sono i criteri di convergenza più efficienti da utilizzare?

2.1.1 Innesco delle iterazioni

Per quanto riguarda la prima domanda, come ci si poteva aspettare, la soluzione
dipende dalla scelta della funzione d’onda iniziale. Infatti le funzioni che soddis-
fano l’equazione di Fock (1.27) sono tutte quelle che rendono estremale il valore
dell’energia media sotto il vincolo di ortonormalizzazione. Ad esempio, se anziché
vicino allo stato fondamentale si parte vicino a uno degli stati eccitati, si rischia di
rimanere intrappolati, perché anche quello è un estremo del funzionale. Risulta di
notevole importanza dunque incorporare nell’innesco tutta l’informazione a priori
disponibile, così da essere sperabilmente il più vicino possibile alla soluzione cercata.

2.1.2 Feedback

Anche il tipo di feedback preferibile dipende dalla scelta iniziale della funzione
d’onda. Se la scelta è buona non si dovrebbero incontrare problemi il Full Feedback.
Nel caso in cui invece la funzione d’onda iniziale sia distante da quella attesa si
rischia di oscillare tra due soluzioni diverse: in questo caso è preferibile utilizzare
un feedback attenuato come una media pesata delle precedenti iterazioni. La stessa
velocità di convergenza dipende quindi dalla funzione d’onda iniziale e dalla scelta
di una particolare strategia di feedback.

2.1.3 Convergenza

Idealmente si dovrebbe raggiungere la perfetta consistenza tra la funzione d’onda
ed il potenziale 1.28 cosicché tutte le grandezze di interesse rimangano stabili e
inalterate nelle iterazioni successive. In un calcolo numerico reale l’accuratezza dei
risultati è quella limitata dalla precisione del calcolatore utilizzato, che per fortuna
risulta essere più che sufficiente per gli scopi di questo tipo di calcoli.In conclusione
sta alla valutazione specifica di ogni situazione capire quale siano i migliori criteri
di convergenza, i migliori innesti o i migliori tipi di feedback per i propri scopi.
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Capitolo 3

Sviluppo in una base di funzioni
e problema secolare

Quando ad essere oggetto di studio sono molecole con più di due atomi, risolvere
direttamente le equazioni integro-differenziali di Hartree-Fock è molto complicato e
diventa conveniente l’uso di un set di base, che può anche avere il pregio di rendere
esplicita la fisica del legame chimico. Nella teoria LCAO (Linear Combination of
Atomic Orbitals) si richiede che gli stati elettronici molecolari siano combinazioni
lineari degli orbitali atomici dei singoli atomi che compongono la molecola, e questo
trasforma un’equazione differenziale in un problema agli autovalori generalizzato.
Per risolvere esattamente il problema bisognerebbe adottare una base completa
ma è facile argomentare che anche partendo da poche funzioni è possibile ottenere
risultati soddisfacenti anche con una base finita.

3.1 Passaggio al problema secolare
Poiché lo stato fondamentale della maggioranza delle molecole biatomiche omonu-
cleari che studieremo in questa dissertazione è a shell completi, nel senso accennato
nel Capitolo 1, nel seguito presenteremo solo il formalismo appropriato a questo ca-
so. Partiamo come sempre sviluppando le nostra funzioni d’onda di singolo elettrone
come combinazioni lineari di K funzioni d’onda di base:

ψαi(~r) =
K∑
µ=1

Ciµ φµ(~r) (3.1)

e come sempre sostituendo tale sviluppo nell’equazione 1.27 si passa da un’equazione
differenziale ad un problema secolare, (problema agli autovalori generalizzato):

f̂ψαi = εαiψαi =⇒
K∑
µ=1
〈ν| f̂ |µ〉Ciµ = εαi

K∑
µ=1
〈ν|µ〉Ciµ. (3.2)

Risolvendo questo problema si otterranno come autovettori i coefficienti dello svilup-
po nella base scelta, e come autovalori le energie associate agli stati così ottenuti. È
bene sottolineare che nell’equazione 3.2 non è richiesta l’ortogonalità delle funzioni
di base e ciò perché ad esempio, quando si affrontano le molecole, le funzioni d’onda



10 3. Sviluppo in una base di funzioni e problema secolare

di base più convenienti e fisicamente sensate non sono, in generale, ortogonali. Se
per esempio consideriamo il dimero H+

2 e vogliamo esprimere lo stato del singolo
elettrone come combinazione di due stati 1s ognuno relativo ad uno dei nuclei, due
funzioni d’onda non saranno mai ortogonali tra di loro tranne che a distanza infinita
e nella risoluzione del problema secolare dovrà quindi essere preso in considerazione
anche il termine di sovrapposizione.

3.1.1 Equazione di Roothaan

Vediamo ora nel dettaglio cosa succede nel passare da un sistema di equazioni
integro-differenziali al problema secolare. Per cominciare riscriviamo il nostro op-
eratore di Fock in forma integrale:

F (~r, ~r ′) = [h(~r) + VH(~r)] δ(~r − ~r ′)− ΣHF (~r, ~r ′). (3.3)

In questo modo l’equazione 1.27 diventa
∫
d3r′ F (~r, ~r ′)

K∑
µ=1

Ciµφµ(~r ′) = εαi

K∑
µ=1

Ciµφµ(~r), (3.4)

e, moltiplicando a sinistra per una generica funzione di base e integrando otteniamo

K∑
µ=1

Ciµ

∫∫
d3r d3r′ φ∗ν(~r)F (~r, ~r ′)φµ(~r ′) = εαi

K∑
µ=1

Ciµ

∫
d3r φ∗ν (~r)φµ(~r), (3.5)

in cui, a sinistra, abbiamo gli elementi di matrice dell’operatore di Fock, e, a destra,
gli elementi della matrice di sovrapposizione. Introducendo le definizioni

Fνµ =
∫∫

d3r d3r′ φ∗ν(~r)F (~r, ~r ′)φµ(~r ′) (3.6)

Sνµ =
∫
d3r φ∗ν (~r)φµ(~r) (3.7)

possiamo riscrivere l’equazione 3.5 in termini matriciali, ottenendo l’equazione di
Roothaan:

FC = SCE (3.8)

dove C è la matrice dei coefficienti dello sviluppo ed E è la matrice diagonale
degli autovalori dell’energia. In questo modo siamo passati da un’equazione integro-
differenziale non lineare ad un set di equazioni per i coefficienti di espansione relativi
al set di base scelto. È bene però notare che questo tipo di equazione restituisce tanti
autovalori ed autostati approssimati dell’Hamiltoniana del sistema quante sono le
funzioni di base utilizzate: quindi K funzioni di base possono sviluppare al massimo
K stati di singolo elettrone.

3.1.2 La matrice di Fock

Resta ora da scrivere la forma esplicita degli elementi di matrice di Fock (3.6).
Supponendo che il sistema sia a shell completi (ogni orbitale spaziale è occupato da
due elettroni; il numero di orbitali spaziali indipendenti è quindi N/2 se il numero
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degli elettroni è N) e utilizzando l’equazione 3.3, possiamo riscrivere la densità
elettronica (1.22) come:

n(~r) = 2
N/2∑
i=1

ψ∗αi(~r)ψαi(~r) = 2
N/2∑
i=1

[
K∑
ν=1

C∗iνφ
∗
ν(~r)

] K∑
µ=1

Ciµφµ(~r)

 =

=
K∑
ν µ

2
N/2∑
i=1

C∗iνCiµ

φ∗ν(~r)φµ(~r) =

=
K∑
ν µ

Pνµ φ
∗
ν(~r)φµ(~r)

(3.9)

dove Pνµ è la matrice di densità. In questo modo gli elementi di del potenziale di
Hartree saranno:

V H
νµ =

∫
d3r φ∗ν(~r)VHφµ(~r) =

∫∫
d3r d3r′ φ∗ν(~r) n(~r ′)

|~r − ~r ′|
φµ(~r) =

=
K∑
λ τ

Pλτ

∫∫
d3r d3r′

φ∗ν(~r)φ∗τ (~r ′)φλ(~r ′)φµ(~r)
|~r − ~r ′|

=

=
K∑
λ τ

Pλτ (νµ|τλ)

(3.10)

per cui è stata nuovamente utilizzata la notazione degli integrali Coulombiani in-
trodotta nell’equazione 1.20. Analogamente si troveranno gli elementi di matrice
del potenziale di scambio:

ΣHF
νµ =

∫∫
d3r d3r′ φ∗ν(~r)ΣHF (~r, ~r ′)

|~r − ~r ′|
φµ(~r ′) =

=
∫∫

d3r d3r′ φ∗ν(~r)
N/2∑
i=1

ψαi(~r)ψ∗αi(~r
′)

|~r − ~r ′|
φµ(~r ′) =

=
N/2∑
i=1

∑
λ τ

CiλC
∗
iτ

∫∫
d3r d3r′ φ∗ν(~r)φτ (~r)φ∗λ(~r ′)

|~r − ~r ′|
φµ(~r ′) =

=
∑
λ τ

1
2Pλτ (ντ |λµ)

(3.11)

A questo punto, aggiungendo i termini di singolo elettrone

hνµ =
∫
d3r φ∗ν(~r)ĥ(~r)φµ(~r) (3.12)

abbiamo tutti gli elementi che definiscono la matrice di Fock (3.6)

Fνµ = hνµ +
∑
λ τ

Pλτ

[
(νµ|τλ)− 1

2(ντ |λµ)
]

(3.13)

E resta solo da risolvere il problema agli autovalori generalizzato. È bene ricordare
che gli elementi della matrice di densità dipendano dai coefficienti di espansione e
quindi è ancora necessario un approccio autoconsistente.
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3.2 Soluzione del problema secolare

L’equazione di Roothaan (3.8), ha una forma leggermente diversa rispetto a quella
dei classici problemi agli autovalori e questa differenza risiede nella presenza della
matrice di sovrapposizione Sνµ. Come è stato detto in precedenza l’esistenza dei
termini di sovrapposizione deriva dal fatto che le funzioni di base utilizzate per
lo sviluppo sono centrate su atomi diversi e dunque contengono una buona parte
dell’informazione fisica del sistema. Sarebbe, quindi, un approssimazione troppo
grossolana non considerarli affatto e riportare tutto ad una matrice identità. Data
la non ortonormalità della base di funzioni, la somma dei moduli dei coefficienti
|Ciµ|2 sarà diversa da uno, rendendo così più difficile valutare il peso degli stati di
singolo atomo negli orbitali molecolari. Per agevolare questo tipo di analisi possono
essere utilizzati dei metodi di ortogonalizzazione.

3.2.1 L’ortogonalizzazione di Löwdin

Il metodo di ortogonalizzazione che si preferisce usare in questo ambito è l’or-
togonalizzazione di Löwdin in quanto massimizza la sovrapposizione tra le fun-
zioni di partenza e quelle di arrivo[6]. L’obiettivo è dunque trovare la seguente
trasformazione dell’equazione 3.8:

FC = SCE −→ F′C′ = C′E (3.14)

Supponiamo ora di voler trasformare i nostri coefficienti di espansione con la seguente
trasformazione:

C′ = S
1
2 C C = S−

1
2 C′ (3.15)

dove S è la matrice di sovrapposizione delle funzione di base. Se sostituiamo
all’interno dell’equazione 3.8 e moltiplichiamo a sinistra per S−

1
2 otteniamo:

S−
1
2 FS−

1
2 C′ = S−

1
2 SS−

1
2 C′E

F′C′ = C′E
(3.16)

in cui abbiamo utilizzato le seguenti identità: F′ = S−
1
2 FS−

1
2 e S−

1
2 SS−

1
2 = I. In

questo modo è stato ottenuto un problema un classico problema agli autovalori dal
cui risultato si possono ottenere i coefficienti nella base di interesse utilizzando le
relazioni 3.15. Non rimane che calcolare la matrice S−

1
2 . Per fare ciò sfrutteremo

la proprietà delle matrici diagonali AD per cui una loro qualsiasi funzione f(AD)
sarà la matrice diagonale i cui termini sono f(AD

ij ). Se chiamiamo SD la matrice
diagonale associata alla matrice di sovrapposizione e P la matrice che diagonalizza
S allora avremo:

S−
1
2 = P−1

(
S−

1
2

D

)
P (3.17)

A questo punto abbiamo tutti gli ingredienti necessari per trovare le soluzioni di
nostro interesse.
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3.3 Come cambia il metodo iterativo?
Il metodo iterativo per la risoluzione di questo tipo di problema segue le linee
generali che sono state analizzate nel capitolo precedente con la differenza che dalla
risoluzione diretta di un’equazione integro-differenziale non lineare si è passati al
calcolo degli integrali di interesse per la costruzione di matrici che andranno poi
diagonalizzate. Nello specifico si dovrà:

1) Scegliere la base con cui si vogliono sviluppare le funzioni d’onda. É un punto
nevralgico da cui dipende una buona riuscita dei calcoli.

2) Calcolare gli integrali hνµ, Sνµ, (νµ|τλ) e (ντ |λµ).

3) Calcolare la matrice di ortogonalizzazione S−
1
2 a partire da quella di sovrap-

posizione.

4) Inizializzare Pνµ.

5) Calcolare Fνµ.

6) Risolvere il problema agli autovalori (3.8).

7) Ripetere dallo step 4) fino al raggiungimento dei criteri di convergenza stabil-
iti.

3.4 Molecole omonucleari e utilizzo della simmetria
Se ora ci restringiamo al solo caso delle molecole biatomiche omonucleari il problema
da risolvere si semplifica[7]. In questo caso infatti l’Hamiltoniana 1.2 è invariante
sotto scambio dei due nuclei, che se l’origine si pone a metà strada fra i due nuclei
coincide con l’operatore di parità P̂ : ~r → −~r e quindi

[
ĥ, P̂

]
= 0. Dunque gli au-

tostati dell’Hamiltoniana molecolare dovranno essere anche autostati dell’operatore
di parità, perciò:

ĥ |αi〉 = εαi |αi〉
P̂ |αi〉 = ±1 |αi〉

(3.18)

Questo ulteriore vincolo sugli autostati molecolari dimezza la dimensione del prob-
lema secolare. Per il dimero H+

2 nell’approssimazione LCAO e una base minima
di due soli orbitali 1s se si impone che questi siano autostati di P̂ non c’è bisogno
di risolvere alcun problema agli autovalori visto, che le uniche combinazioni che
soddisfano questo tipo di vincolo sono:

|1s〉g = 1√
2

(|1s〉1 + |1s〉2) −→ P̂ |1s〉g = +1 |1s〉g

|1s〉u = 1√
2

(|1s〉1 − |1s〉2) −→ P̂ |1s〉u = −1 |1s〉u
(3.19)

dove g e u stanno rispettivamente per gerade (legante) e ungerade (antilegante).
Affrontando invece un problema in cui è necessario considerare più di un orbitale
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per atomo la simmetria da sola non è più sufficiente per determinare gli autostati
dell’Hamiltoniana ma fa passare da un problema secolare 2Norb×2Norb a due Norb×
Norb. Se infatti per ogni orbitale costruiamo una combinazione gerade |µi〉g =

1√
2 (|µi〉1 + |µi〉2) e una ungerade |µi〉u = 1√

2 (|µi〉1 − |µi〉2) e le utilizziamo come
base per il problema secolare si ottiene una problema a due blocchi Norb ×Norb di
cui uno relativo ai soli stati gerade e uno relativo ai soli stati ungerade.
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Capitolo 4

La scelta della base

La trattazione finora è valida a prescindere dalla scelta specifica della base: non resta
che decidere quali sono le funzioni più adatte ad essere utilizzate per l’espansione,
a seconda dei propri obiettivi. Quando si vuole applicare il metodo di Hartree-Fock
alle molecole, una delle scelte più naturali, in linea con l’approssimazione LCAO,
è quella di voler esprimere gli stati molecolari come combinazione stati atomici[8].
La forma di tali funzioni di base è quindi del tipo:

φnlm(~r) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (4.1)

dove Rnl(r) e Ylm(θ, φ) sono rispettivamente la parte radiale e la parte angolare
della funzione d’onda.

4.1 Gli orbitali atomici
Il primo approccio possibile è quello di utilizzare le funzioni d’onda che risolvono le
equazioni di Hartree-Fock dell’atomo isolato. Nell’esempio fatto in precedenza del
dimero H+

2 , la base minima sarà composta dai due stati |1s〉 dei due atomi isolati
(posti a distanza R =

∣∣∣ ~R2 − ~R1
∣∣∣:

φH1s(~r − ~R1) φH1s(~r − ~R2) (4.2)

dove ~R1 e ~R2 sono le coordinate dei due nuclei. Questo tipo di funzioni sono
dette orbitali atomici ed hanno il grande pregio di rappresentare bene la fisica del
problema. L’inconveniente che si incontra, però, è che, escluso il caso del dimero
H+

2 , gli orbitali atomici che risolvono le equazioni di Hartree-Fock sono disponibili
solo in forma numerica. Per le molecole è quindi preferibile usare altre funzioni più
maneggevoli.

4.2 Slater Type Orbitals
A tale scopo nel 1930 John C. Slater introdusse quelli che furono chiamati in seguito
Slater Type Orbitals (STOs), la cui formula generale è:

φSTO,ξnlm (~r) = Nrn−1e−ξr Ylm(θ, φ) (4.3)
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Dove N = (2ξ)n
√

2ξ
2n! è il fattore di normalizzazione e ξ un parametro solitamente

ottenuto con il metodo dei minimi quadrati, fittando la 4.3 sulla funzione d’onda
Hartree-Fock relativa allo stato che si vuole rappresentare. Gli STOs, pur non
avendo nodi radiali, in diversi aspetti assomigliano agli autostati dell’hamiltoniana
dell’idrogeno e hanno il pregio di aver un andamento più "fisico" sia vicino all’origine
che a grandi distanze. Però con questo tipo di base integrali a più di un centro non
sono analitici e vanno calcolati numericamente.

4.3 Gaussian Type Orbitals
Per agevolare i calcoli degli integrali a due elettroni nella forma 1.20 sono stati
introdotti i Gaussian Type Orbitals (GTOs), così definiti in coordinate cartesiane:

φGTO,αijk (~r) = Nxiyjzke−αr
2 (4.4)

dove N è la solita costante di normalizzazione mentre ijk non sono numeri quantici
ma la loro somma è il valore del numero quantico angolare l. Anche se in generale i
GTOs possono non essere autostati dell’operatore L̂2, nei casi di interesse di questa
dissertazione questo problema non è presente perché si considerano stati 1s 2s e 2p
per cui le funzioni 4.4 sono ancora autostati del momento angolare totale. Questo
tipo di orbitali presenta una serie di svantaggi rispetto agli STOs: se si è interes-
sati alle proprietà puntuali danno una cattiva descrizione del comportamento della
funzione d’onda quando ci si avvicina al nucleo, poiché i GTOs hanno andamento
costante per r → 0, come quando ci si allontana dal nucleo, in quanto gli orbitali
gaussiani decadono troppo rapidamente al crescere di r. D’altra parte però la poten-
za di utilizzo di questo tipo di orbitali risiede nella loro proprietà per cui il prodotto
di gaussiane centrate in diversi punti sarà sempre una gaussiana con determinati
parametri: in questo modo gli integrali a due elettroni sono sempre degli integrali
gaussiani, infatti:

e−α1(r−R1)2
e−α2(r−R2)2 = e(α1+α2)(r−R)2

eα(R1−R2)2 (4.5)

R = α1R1 + α2R2
α1 + α2 (4.6)

α = α1α2
α1 + α2

(4.7)

Utilizzando i GTOs quindi si perde in precisione dei calcoli ma si guadagna in
efficienza e velocità.

4.4 STO-nG
Viste le proprietà complementari l’uno con l’altro degli STOs e dei GTOs, è stata
ideata una base che potesse rendere agevoli i calcoli mantenendo una buona de-
scrizione della fisica dell’atomo. Se consideriamo una combinazione di N GTOs,
detta Contracted Gaussian Type Orbital (CGTO), così definita:

φCGTOµ (~r) =
N∑
i=1

diµ φ
GTO,αiµ
i (~r) (4.8)
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e si fitta uno STO sulle variabili diµ e αiµ, detti rispettivamente coefficienti di con-
trazione ed esponenti primitivi, si ottiene una funzione che descrive approssimativa-
mente l’andamento di uno STO mantenendo la comodità nei calcoli di un’orbitale
gaussiano. Questo tipo di base è chiamata STO-nG dove n è il numero di gaussiane
utilizzate per descrivere l’orbitale di Slater: maggiore il numero di gaussiane prim-
itive maggiore la precisione con cui si descrive il comportamento dell’elettrone nei
casi limite, minore però l’efficienza e la velocità nei calcoli. Ricapitolando quindi le
funzioni di base con cui si vogliono rappresentare gli stati molecolari sono ognuna
espressa come combinazione di orbitali gaussiani con coefficienti ed esponenti fissati.

4.4.1 Alcuni esempi di STO-nG: 1s, 2s, 2p

Vediamo ora nel dettaglio come si costruiscono le funzioni relative agli stati 1s, 2s e
2p. Affinché la base risulti normalizzata si deve normalizzare ogni singola gaussiana
utilizzata a seconda del proprio esponente. Le costanti di normalizzazione possono
essere ricavate dai seguenti calcoli:

1
N2

1s,2s
=
〈
GTO1s

α

∣∣∣GTO1s
α

〉
= 4π

∫
d3r e−2αr2

∣∣∣Y 0
0 (θ, ϕ)

∣∣∣2 =
(
π

2α

) 3
2

(4.9)

1
N2

2p
=
〈
GTO2pz

α

∣∣∣GTO2pz
α

〉
= 4π

3

∫
d3r r2e−2αr2

∣∣∣Y 0
1 (θ, ϕ)

∣∣∣2 = 1
4α

(
π

2α

) 3
2

(4.10)

e quindi se:

ψGTO,α1s,2s (~r) = R
(α)
1s,2s(r)Y 0

0 (θ, ϕ) (4.11)

ψGTO,α2pz (~r) = R
(α)
2p (r)Y 0

1 (θ, ϕ) (4.12)

ψGTO,α2px (~r) = R
(α)
2p (r) 1√

2

[
Y 1

1 (θ, ϕ) + Y −1
1 (θ, ϕ)

]
(4.13)

ψGTO,α2px (~r) = R
(α)
2p (r) 1

i
√

2

[
Y 1

1 (θ, ϕ)− Y −1
1 (θ, ϕ)

]
(4.14)

le funzioni radiali normalizzate saranno espresse in termini di STO-nG come:

RSTO−nG1s,2s (r) =
√

4π
nG∑
k=1

C1s,2s
k

(2αk
π

) 3
4
e−αkr

2 (4.15)

RSTO−nG2p (r) =
√

4π
nG∑
k=1

C2p
k

(4αk
3

) 1
2
(2αk
π

) 3
4
e−αkr

2 (4.16)

Quindi a seconda del numero di gaussiane utilizzate per lo sviluppo e dei parametri
Ck e αk queste sono le funzioni che vengono utilizzate nel metodo di Hartree-Fock
applicato alle molecole. Solitamente per le funzioni 2s e 2p vengono utilizzati gli
stessi coefficienti αk.
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Capitolo 5

Molecole biatomiche
omonucleari con GAMESS

I metodi che sono stati analizzati in questa dissertazione sono utilizzati per ri-
solvere problemi che riguardano molecole formate dagli elementi della prima riga
della tavola periodica. Uno dei programmi che sfrutta il metodo di Hartree-Fock è
GAMESS[9] (General Atomic and Molecular Electronic Structure System), gestito
dal Gordon Research Group dell’ Iowa State University. Utilizzeremo quindi questo
programma per applicare quanto esposto alle molecole biatomiche omonucleari della
prima riga (Li2, B2, C2, N2, O2 e F2) e ai singoli atomi così da poter fare alcune
considerazioni sui risultati ottenuti.

5.1 Preparazione dell’input

GAMESS utilizza dei file di input che contengono tutte le informazioni della moleco-
la di interesse[10]. Il tipo di metodo autoconsistente utilizzato è il Restricted Open
Shell Hartree-Fock, in grado, come dice il nome, di applicare il metodo di Hartree-
Fock ai sistemi Open Shell che ne caso Closed Shells si riconduce allo schema descrit-
to nelle pagine precedenti. Sia per gli atomi che per le molecole è stata utilizzata
la base minima STO-6G. Per quanto riguarda le distanze di legame delle molecole,
con cui iniziare i calcoli, sono state considerate quelle sperimentali1.

5.2 I dati analizzati

GAMESS è stato utilizzato sui singoli atomi per ottenere le energie degli orbitali
atomici. Per ognuna delle molecole sono stati effettuati i calcoli diverse volte intorno
al raggio di legame: in questo modo estrapolando l’energia totale è possibile avere
un idea del potenziale di Born-Oppenheimer nei pressi del minimo e ottenere il
valore dei parametri rotovibrazionali nell’omonima approssimazione. Inoltre delle
molecole a distanza di equilibrio sono stati salvati gli autostati calcolati con Hartree-

1I dati sperimentali delle molecole sono stati consultati sulla piattaforma: https://cccbdb.
nist.gov/introx.asp

https://cccbdb.nist.gov/introx.asp
https://cccbdb.nist.gov/introx.asp
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Fock così da capire l’ordine energetico degli orbitali molecolari e confrontarlo con
quello atomico.

5.3 Risultati ottenuti

5.3.1 Energie di legame, distanza molecolare e altri parametri

In figura 6.1 sono riportati i grafici dei potenziali di Born-Oppenheimer delle molecole,
ottenuti dall’energia totale del sistema (energia elettronica + repulsione nucleare) in
funzione della lunghezza di legame. Questi dati sono stati poi fittati su un polinomio
del quarto ordine del tipo:

f(R) = aR4 + bR3 + cR2 + dR+ e (5.1)

dai parametri ottenuti con il fit è stato possibile ottenere le costanti vibrazionali e
rotovibrazionali grazie alle seguenti relazioni, in unità atomiche:

∂f

∂R

∣∣∣∣
R=R0

= 0 ; k = ∂2f

∂R2

∣∣∣∣
R=R0

; ω0 =
√
k

µ
; B = 1

2µR2
0

; Ebind = ETOTmol − 2ETOTatom

(5.2)

dove µ è la massa ridotta del sistema. I risultati sono riportati in tabella 5.1. Dalla
tabella 5.1 si può notare che la distanza di legame e gli altri parametri che ne dipen-
dono seguono un andamento caratteristico: da Li2 a N2 la lunghezza diminuisce
progressivamente mentre per O2 e F2 i nuclei tornano ad essere più distanti. Questo
andamento può essere spiegato guardando l’occupazione degli orbitali molecolari,
infatti nelle molecole da Li2 a N2, nelle zone di valenza, sono occupati gli stati
leganti da un numero via via maggiore di elettroni che tendono a tenere i nuclei
sempre più vicini. Viceversa in O2 ed F2 iniziano a riempire gli stati anti-leganti
i cui gli elettroni, in un certo senso, diminuiscono l’effetto degli altri elettroni di
legame, e i nuclei risentono maggiormente della loro repulsione reciproca. Quindi i
valori della costante vibrazionale ω0 e di quella rotazionale B0 aumenteranno fino a
N2 per poi riscendere, come si può osservare nelle figure 5.1. Per quanto riguarda
le energie di legame c’è una grande discrepanza tra i dati sperimentali e i risultati
di Hartree-Fock che evidenzia i limiti di questo metodo quando si utilizza una base
minima.



5.3 Risultati ottenuti 21

(a) ω0

(b) B

Figura 5.1. Valori delle costanti vibrazionali e rotazionali in funzione del numero atomico.
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(a) C2

(b) N2
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(c) O2

Figura 5.2. Diagrammi molecolari degli stati molecolari di valenza di Li2, C2, N2 e O2.
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Figura 5.3. Energie degli stati atomici 2s, 2p e degli stati molecolari 3σ, 1π per le molecole
C2, N2 e O2.

5.3.2 Inversione σ − π

Lo studio degli ordini delle energie degli stati molecolari è stato effettuato per le
molecole C2, N2 e O2. In figura 5.2 sono riportati i diagrammi degli orbitali moleco-
lari (omettendo quelli di core) mentre nelle tabelle in Appendice 6.1, 6.2 e 6.3 sono
riportati gli autostati molecolari calcolati nella distanza molecolare di equilibrio.
Da queste tabelle possiamo verificare che gli stati molecolari sono combinazioni di
stati o gerade o ungerade, e poi la presenza del tipico andamento delle energie degli
stati molecolari della prima riga della tavola periodica. Per C2 ed N2 l’ordine è
2σ, 2σ∗, 1π, 3σ, 1π∗ e 3σ∗ mentre per O2 lo stato 3σ è più basso in energia rispetto
a 1π. Per la teoria LCAO questo effetto è dovuto alla distanza energetica degli stati
2s−2pz, che avendo stesso momento angolare l = 0 si combinano per creare i legami
σ. Più due stati atomici sono vicini energeticamente, più il peso che avranno negli
stati molecolari che formano sarà paragonabile; più ciascuno di essi è lontano in en-
ergia da quella dello stato molecolare che forma, più piccolo sarà il suo contributo.
Questo è anche il motivo per cui gli orbitali molecolari di core pur avendo anch’es-
si la simmetria σ, non partecipano in pratica ai legami σ e restano indistinguibili
dagli 1s atomici, vista la loro grande distanza dai 2s. Per lo stesso motivo, se gli
stati 2s e 2p fossero infinitamente distanti, gli stati molecolari in ordine di energia
crescente sarebbero: 2σ, 2σ∗, 3σ, 1π, 1π∗ e 3σ∗ (dove i 2σ sono solo combinazione
dei 2s e i 3σ solo dei 2pz). Nei primi atomi della prima riga della tavola periodica,
dove invece la distanza 2s − 2pz non è molto grande, gli stati 2s hanno un peso
considerevole nella formazione dello stato 3σ, che viene "spinto" al disopra del 1π
e reciprocamente per i 2pz, che fanno scendere i 2σ. Però poi, all’aumentare della
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carica nucleare a parità di schermo elettronico di core, gli stati 2s e 2pz si abbassano
e si separano sempre più. In questo modo il legame 3σ sarà sempre più composto
dalla sola combinazione dei 2pz e scende in energia al disotto di 1π mentre il 2σ sarà
sempre più composto dalla sola combinazione dei 2s. Se osserviamo il grafico 5.3,
si osserva proprio questo trend, dove, all’abbassarsi dell’energia degli stati 2s, 2p e
all’aumentare della loro separazione, lo stato 3σ ha energia sempre minore, fino a
scavalcare il 1π.

5.4 Conclusioni
Al netto dei risultati ottenuti si può concludere che l’utilizzo di GAMESS con una
base minima STO-6G può essere valido a seconda delle applicazioni. Nel calcolare
l’andamento con la distanza dell’energia totale del sistema, che è grandezza vari-
azionale nel metodo di Hartree-Fock, il programma restituisce valori confrontabili
con quelli sperimentali, e quindi anche le grandezze che ne possono derivare, come il
raggio di legame o la costante vibrazionale, risultano soddisfacenti. Discorso diverso
invece per l’energia di legame2, dove diventano evidenti i limiti non solo di una base
minima, ma anche dell’approssimazione di Hartree-Fock. Utilizzando delle basi più
ricche variazionale e soprattutto metodi (pure disponibili su GAMESS) che van-
no al di là dell’approssimazione Hartree-Fock, si ottengono per l’energia di legame
risultati molto più vicini a quelli sperimentali. Il vantaggio principale della base
minima vista qui è didattico: essa consente di avere un quadro semplice del legame.

Hartree-Fock Li2
(1Σg

)
B2
(3Σ−

g

)
C2
(1Σ+

g

)
N2
(1Σ+

g

)
O2
(3Σ−

g

)
F2
(1Σ+

g

)
R0 [Å] 2.6893 1.4450 1.2336 1.1364 1.2178 1.3170
k [a.u.] 0.0220 0.5560 1.0943 1.8253 1.3134 0.9687
ω0 [cm−1] 406.0 1628.5 2186.0 2613.9 2074.0 1635.1
B [cm−1] 0.6608 1.4564 1.8319 1.8503 1.4098 1.0151
Ebind [eV ] 0.2454 1.8638 0.4895 1.3335 0.45671 0.0992

Sperimentali
Rexp0 [Å] 2.7630 1.5900 1.2425 1.0977 1.2075 1.4119

ωexp0 [cm−1] 351.4 1051.3 1854.7 2358.6 1580.2 914.6
Bexp [cm−1] 0.6722 1.2120 1.8200 1.9982 1.4376 0.8892
Ebind [eV ] 1.0600 3.0651 6.3249 9.9052 5.2129 1.6658

Tabella 5.1. Confronto sui valori di R0, k, ω0, B e Ebind tra i dati di GAMESS e quelli
sperimentali.

2L’energia di legame Ebind è legata all’energia di dissociazione D0 dalla relazione D0 = Ebind −
h̄ω0/2.
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Capitolo 6

Appendice

C2
(1Σ+

g

)
1σ 1σ∗ 2σ 2σ∗ 1π1 1π2 3σ 1π∗

1 1π∗
2 3σ∗

εαi
[au] -11.1962 -11.1943 -0.9761 -0.4267 -0.3758 -0.3758 0.0276 0.3432 0.3432 1.1442

Nocc 2 2 2 2 2 2 0 0 0 0
C1

1s 0.7042 0.7043 -0.1865 -0.1721 0.0000 0.0000 0.0471 0.0000 0.0000 -0.1173
C1

2s 0.0088 0.0183 0.5304 0.7436 0.0000 0.0000 -0.3519 0.0000 0.0000 1.2322
C1

2px
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0798 0.6185 0.0000 0.3263 0.7702 0.0000

C1
2py

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.6185 -0.0798 0.0000 0.7702 -0.3263 0.0000
C1

2pz
-0.0010 -0.0069 -0.1737 0.2677 0.0000 0.0000 -0.6261 0.0000 -0.0000 -1.2264

C2
1s 0.7042 -0.7043 -0.1865 0.1721 0.0000 0.0000 0.0471 0.0000 0.0000 0.1173

C2
2s 0.0088 -0.0183 0.5304 -0.7436 0.0000 0.0000 -0.3519 0.0000 0.0000 -1.2322

C2
2px

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0798 0.6185 0.0000 -0.3263 -0.7702 0.0000
C2

2py
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.6185 -0.0798 0.0000 -0.7702 0.3263 0.0000

C2
2pz

0.0010 -0.0069 0.1737 0.2677 0.0000 0.0000 0.6261 0.0000 0.0000 -1.2264

Tabella 6.1. Autovalori ed autovettori di C2 ottenuti con il metodo di Hartree-Fock.

N2
(1Σ+

g

)
1σ 1σ∗ 2σ 2σ∗ 1π1 1π2 3σ 1π∗

1 1π∗
2 3σ∗

εαi [au] -15.7088 -15.7071 -1.4131 -0.7370 -0.5515 -0.5515 -0.5344 0.2544 0.2544 1.0073
Nocc 2 2 2 2 2 2 2 0 0 0
C1

1s 0.7048 -0.7046 -0.1664 0.1634 0.0000 0.0000 -0.0628 0.0000 0.0000 0.1097
C1

2s 0.0076 -0.0163 0.5013 -0.7472 0.0000 0.0000 0.3958 0.0000 0.0000 -1.0823
C1

2px
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.5504 0.3065 0.0000 0.7149 0.4051 0.0000

C1
2py

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.3065 0.5504 0.0000 0.4051 -0.7149 0.0000
C1

2pz
-0.0015 0.0068 -0.2282 -0.2523 0.0000 -0.0000 0.6034 0.0000 0.0000 1.1599

C2
1s 0.7048 0.7046 -0.1664 -0.1634 0.0000 0.0000 -0.0628 0.0000 0.0000 -0.1097

C2
2s 0.0076 0.0163 0.5013 0.7472 0.0000 0.0000 0.3958 0.0000 0.0000 1.0823

C2
2px

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.5504 0.3065 0.0000 -0.7149 -0.4051 0.0000
C2

2py
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.3065 0.5504 0.0000 -0.4051 0.7149 0.0000

C2
2pz

0.0015 0.0068 0.2282 -0.2523 0.0000 0.0000 -0.6034 0.0000 0.0000 1.1599

Tabella 6.2. Autovalori ed autovettori di N2 ottenuti con il metodo di Hartree-Fock.
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O2
(3Σ−

g

)
1σ 1σ∗ 2σ 2σ∗ 3σ 1π1 1π2 1π∗

1 1π∗
2 3σ∗

εαi [au] -20.6596 -20.6587 -1.4341 -0.8147 -0.5142 -0.3113 -0.3113 -0.0845 -0.0845 0.6114
Nocc 2 2 2 2 2 2 2 1 1 0
C1

1s 0.7054 -0.7051 -0.1561 -0.1743 0.0681 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0856
C1

2s 0.0061 -0.0100 0.5583 0.7775 -0.3538 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.5640
C1

2px
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.6164 0.2359 0.6579 -0.3920 0.0000

C1
2py

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.2359 0.6164 -0.3920 -0.6579 0.0000
C1

2pz
-0.0005 0.0040 -0.2012 0.1553 -0.6044 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.9397

C2
1s 0.7054 0.7051 -0.1561 0.1743 0.0681 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0856

C2
2s 0.0061 0.0100 0.5583 -0.7775 -0.3538 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.5640

C2
2px

-0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.6164 0.2359 -0.6579 0.3920 0.0000
C2

2py
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.2359 0.6164 0.3920 0.6579 0.0000

C2
2pz

0.0005 0.0040 0.2012 0.1553 0.6044 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.9397

Tabella 6.3. Autovalori ed autovettori di O2 ottenuti con il metodo di Hartree-Fock.
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Figura 6.1. Potenziali di Born-Oppenheimer delle molecole.
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Figura 6.1. Potenziali di Born-Oppenheimer delle molecole.
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Figura 6.1. Potenziali di Born-Oppenheimer delle molecole.
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Figura 6.1. Potenziali di Born-Oppenheimer delle molecole.





33

Ringraziamenti

Alla fine di questa dissertazione vorrei spendere alcune parole, anche se non è il mio
forte, per ringraziare le persone che hanno reso possibile in diversi modi il compi-
mento di questo percorso.

Ringrazio il Professor Bachelet per avermi dato questa opportunità, per la sua
grande disponibilità e pazienza durante la stesura di questa dissertazione.

Ringrazio la mia famiglia tutta per quello che hanno fatto per potermi permet-
tere di arrivare anche a questo traguardo, per essermi sempre stati vicino e per
aver evitato che mi perdessi. Inutile cercare parole per esprimere la mia immensa
gratitudine.

Ringrazio tutti i miei amici, con cui vivo momenti, passioni, ideali e sono sempre
stati presenti. Un ringraziamento speciale ad Alessandro, Daniele e Luca, fratelli
con cui ho condiviso tutto della vita. A Giuseppe e Federico, amici e colleghi che
hanno vissuto con me parte dei dolori e delle gioie di questo percorso, ponendo
l’asticella sempre più in alto. A Elena, che da sempre crede nelle mie capacità. A
Flavia, che sapendo ascoltare ha spinto sempre più lontano la mia ricerca.

Un immenso ringraziamento al Professor Mario Centola, un esempio come uomo
e professore, e che ai tempi del liceo mi ha fatto scoprire la bellezza di questa dis-
ciplina permettendomi di intraprendere questo percorso.

Dulcis in fundo un grazie molto speciale a Francesca. È difficile trovare parole
quando certe sensazioni sono così forti e vive. Sei entrata nella mia vita e finora
abbiamo percorso questa strada insieme; sono cresciuto tanto, con la tua capacità
di guardarmi dentro e ricordarmi che ho qualcosa da dare, con la tua bellissima
complessità. C’è ancora tanto da costruire.





35

Bibliografia

[1] Patrick Rinke. Electronic structure theory. Fritz Haber Institute of the Max
Planck Society, february 2014.

[2] Attila Szabo and Neil S. Ostlund. Modern Quantum Chemistry: Introduction to
Advanced Electronic Structure Theory. Dover Publications, Inc., first edition,
1996.

[3] C. C. J. Roothaan. Self-consistent field theory for open shells of electronic
systems. Rev. Mod. Phys., 32:179–185, Apr 1960. Available at https://link.
aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.32.179.

[4] Pablo Echenique and J. L. Alonso. A mathematical and computation-
al review of hartree–fock scf methods in quantum chemistry. Molecular
Physics, 105(23-24):3057–3098, 2007. Available at https://doi.org/10.
1080/00268970701757875.

[5] Giovanni Battista Bachelet and Maria Rescigno. Stato fondamentale dell’atomo
di elio con il metodo di Hartree. 2021.

[6] Errol Lewars. Computational Chemistry: Introduction to the Theory and
Applications of Molecular and Quantum Mechanics. 01 2011. Available at
https://doi.org/10.1007/978-90-481-3862-3.

[7] Giovanni Battista Bachelet and Vito Domenico Pietro Servedio. Elementi di
fisica atomica molecolare e dei solidi. Aracne editrice, 2 edition, march 2017.

[8] Vesa Hänninen. Lecture 5: Basis functions. Introduction to Computational
Chemistry, semptember 2012.

[9] Giuseppe M. J. Barca, Colleen Bertoni, Laura Carrington, Dipayan Dat-
ta, Nuwan De Silva, J. Emiliano Deustua, Dmitri G. Fedorov, Jeffrey R.
Gour, Anastasia O. Gunina, Emilie Guidez, Taylor Harville, Stephan Ir-
le, Joe Ivanic, Karol Kowalski, Sarom S. Leang, Hui Li, Wei Li, Jesse J.
Lutz, Ilias Magoulas, Joani Mato, Vladimir Mironov, Hiroya Nakata, Buu Q.
Pham, Piotr Piecuch, David Poole, Spencer R. Pruitt, Alistair P. Rendell,
Luke B. Roskop, Klaus Ruedenberg, Tosaporn Sattasathuchana, Michael W.
Schmidt, Jun Shen, Lyudmila Slipchenko, Masha Sosonkina, Vaibhav Sun-
driyal, Ananta Tiwari, Jorge L. Galvez Vallejo, Bryce Westheimer, Marta
Wloch, Peng Xu, Federico Zahariev, and Mark S. Gordon. Recent devel-
opments in the general atomic and molecular electronic structure system.

https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.32.179
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.32.179
https://doi.org/10.1080/00268970701757875
https://doi.org/10.1080/00268970701757875
https://doi.org/10.1007/978-90-481-3862-3


36 Bibliografia

The Journal of Chemical Physics, 152(15):154102, April 2020. Available at
http://aip.scitation.org/doi/10.1063/5.0005188.

[10] J. S. Seldenthuis and C. J. O. Verzijl. An Introduction to Quantum Chemistry
Calculations with GAMESS. june 2009.

http://aip.scitation.org/doi/10.1063/5.0005188

	Introduzione
	Il metodo di Hartree-Fock
	L'Hamiltoniana del sistema
	Dal principio variazionale associato all'equazione di Schrödinger ad Hartree-Fock
	Principio variazionale e determinante di Slater
	Energia totale
	Equazione di Fock
	Closed Shell e l'operatore di Fock

	Potenziale di scambio ed energia media

	Campo Autoconsistente
	Metodo iterativo
	Innesco delle iterazioni
	Feedback
	Convergenza


	Sviluppo in una base di funzioni e problema secolare
	Passaggio al problema secolare
	Equazione di Roothaan
	La matrice di Fock

	Soluzione del problema secolare
	L'ortogonalizzazione di Löwdin

	Come cambia il metodo iterativo?
	Molecole omonucleari e utilizzo della simmetria

	La scelta della base
	Gli orbitali atomici
	Slater Type Orbitals
	Gaussian Type Orbitals
	STO-nG
	Alcuni esempi di STO-nG: 1s, 2s, 2p


	Molecole biatomiche omonucleari con GAMESS
	Preparazione dell'input
	I dati analizzati
	Risultati ottenuti
	Energie di legame, distanza molecolare e altri parametri
	Inversione - 

	Conclusioni

	Appendice
	Ringraziamenti
	Bibliografia

