Freccetta e bersaglio sospeso (1° esonero 25/1/2002, pomeriggio)

1. Le tre componenti cartesiane del vettore #(t) sono z(t) = 2, + vost, Y(t) = Yo + voyt, 2(t) = 2o + vost — —gt2

2. In tuttii dati individuali z, e v, erano di segno opposto, e cosi, da qualunque punto fosse scagliata la freccetta,
essa puntava verso 1l piano del bersaglio # = 0: in altre parole nessun tiro era tanto sbagliato da andare in
direzione opposta al bersaglio. In queste circostanze il tempo necessario alla freccetta per raggiungere il piano
del bersaglio (# =0) sarebbe t, = —&,/v,;, sempre positivo (successivo al lancio). Diciamo sarebbe perché,
se € stata scagliata troppo piano, potrebbe invece cadere per terra prima di attraversare il piano del bersaglio
(ciog in un tempo pit breve di ;). Se arriva su quel piano, poi, resta ancora da vedere se colpisce il bersaglio
oppure lo manca e cade a terra dopo. Per rispondere a queste domande una strategia buona consiste nel
calcolare, attraverso I’equazione del moto (risposta 1.), il valore che assumerebbero le altre due coordinate
y(ty) e z(ty) in corrispondenza del tempo . Da y(t;) € z(1;) si ottiene d, distanza della freccetta dall’origine
(centro del bersaglio) all’istante ¢, [d = \/y(tz)? + 2(15)?], e si confronta con R, raggio del bersaglio.

e Se per t =1, ¢ d < R, la freccetta ha colpito 1l bersaglio e si ferma li: I'istante finale & dunque ¢, = ¢,;
le coordinate finali sono (t,) =0, yY(ta) = Yo + Voyta, 2(ta) = 2o + vost — %gti; la velocita subito prima
dell’urto col bersaglio ha componenti vy (ta) = Vo, Vy(ta) = Voy, vs(ta) = Vo, — gta. Queste ultime sono
ottenute derivando rispetto al tempo le tre componenti del vettore posizione (risposta 1.) all’istante ,.

e Sesepert =1; &d> R, lafreccetta ha mancato il bersaglio, bisogna guardare dov’e caduta o dove cadra:

- Se & z(ty) < —1.5m, la freccetta cade per terra prima (¢, < ?5) di attraversare il piano del bersaglio.

- Se & z(ty) > —1.5m, la freccetta cade dopo (t, > ;) aver attraversato il piano del bersaglio.

- In ciascuno dei due casi va determinato ., istante finale della traiettoria, quando la freccetta cade in
terra; esso coincide con quel ¢, tale che z(t,) =—1.5m.

- Per farlo occorre risolvere ’equazione di secondo grado z, + vy, 1, — %gt? = —1.5m. Essa ha due radici

[ vor £ /02, +2g(2, + 1.5m) ] / g (qui 2, & espressa in m, v,, in m/s, e g in m/s?). La pit piccola
delle due radici, quella col segno meno, corrisponde sempre ad un tempo negativo, cioe precedente al
lancio, e quindi si scarta; resta to = [ vos + /vZ, + 29(2, + 1.5m) ]/ g.

- Trovato t, si trova anche, tramite ’equazione del moto e la sua derivata temporale, il punto dove la
freccetta cade per terra e la sua velocita finale (vedi sopra).

3. Lunghezza dell’arco di traiettoria: tutte le condizioni iniziali date erano tali che la traiettoria fosse un arco di
parabola percorso sempre nello stesso verso. Era cioe escluso il caso in cui vy, € voy siano entrambe nulle, che
darebbe origine ad una traiettoria rettilinea percorsa prima in salita e poi in discesa, con la freccetta che alla
fine cade sulla testa di chi I’ha tirata. Essendo escluso questo caso, dal lancio fino all’istante finale & ds/dt > 0:

posso quindi scrivere ds = di\/vy (1) + vy (t)? + v, (1)2 = dt\/vgx +v2, + (vor — gt)?, che, integrato da t=0 a

t=t,4, da la lunghezza dell’arco di traiettoria fra I’istante iniziale e finale (il valore di ¢4, diverso a seconda dei
casi, ¢ stato ottenuto al punto 2.):

ta

s(tq) — s(t=0) = / dityfvZ, + vgy + (vos — g1)? .
¢

=0

Ora definisco la costante v|2 = v2, + v2, e cambio variabile: £ = gt — v,,, differenziale dt = d¢/g, estremi
dell’integrale £(t=0) = —v,, , £(tq) = gt — v, . L’integrale diventa quello fornito col testo:
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Introducendo poi le definizioni v, (t)? = (v,, — gt)? e |0(t)|* = v” + v, (t)? e facendo la differenza fra i valori
dell’integrale nei due estremi d’integrazione, il risultato finale si puo scrivere cosi:
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s(t2) = s(1=0) = 5 { vl = v )0 + |

Il valore numerico si ottiene poi sostituendo i propri risultati individuali nella formula. NB! se invece del
cambio di variabile proposto prima se ne fa un altro altrettanto valido, cioé &€ = v,, — ¢, si ottiene:
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che, contrariamente alle apparenze, € un modo diverso di scrivere lo stesso integrale definito.



