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Conviene definire preliminarmente le due quantità k = k1 + k2 e ∆k = k2 − k1.

1a La risultante delle forze agenti su m è ~f = −k1~r1 − k2~r2 − mgẑ + Rnx̂, con ~r1 = (−A, z), ~r2 = (A, z), e Rn

reazione vincolare normale, che annulla la componente orizzontale, normale al vincolo: fx = −k1A+k2A+Rn = 0

→ Rn = −(k2−k1) A; la componente verticale è fz = −k1z−k2z−mg. Il punto di di equilibrio statico corrisponde

alla quota zo tale che anche la componente verticale si annulli: −k1z − k2z −mg = 0 → zo = −mg/(k1 + k2).

Otteniamo, in conclusione: Rn = −A ∆k, zo = −mg/k.

1b In base alla risposta precedente scrivo la componente verticale della forza come fz =−kz −mg=−k(z − zo); la

differenza di energia potenziale fra zo e z=0 si scrive allora

V (z=zo)− V (z=0) = −
∫ zo

0

fzdz = k

∫ zo

0

(z − zo) dz = −1
2
kz2

o < 0

Tale differenza di energia potenziale non poteva che essere negativa: com’è facile controllare, zo è l’unico punto

di equilibrio stabile, minimo assoluto dell’energia potenziale V (z) = 1
2k(z−zo)2+ costante arbitraria; qualunque

altro punto z 6= zo ha un’energia potenziale piú alta di zo. In realtà nella domanda 1b del testo si chiedeva non

la differenza di energia potenziale, benśı la variazione di energia potenziale, convenzionalmente definita come

V (z=0)−V (z=zo); la variazione è quindi 1
2kz2

o , l’opposto della differenza di potenziale di cui finora parlavamo.

1c La massa si muove con legge z(t) = zo − zo cos ωot , dove ωo =
√

k/m.

2a Nella posizione zo la risultante della forza delle due molle e della gravità è nulla; per spostare la massa dalla

posizione zo, in presenza di attrito statico µs , occorre dunque applicare una forza almeno pari (in modulo) al

massimo attrito statico possibile:

fmin = Rmax
τ = µs|Rn| = µs|k2 − k1|A = µsA |∆k|

2b Prendendo come riferimento la posizione zo l’energia potenziale è V (z) = 1
2k(z−zo)2. L’energia meccanica

iniziale è EM
i = 1

2mv2
i + 1

2k(zi−zo)2 = 1
2kz2

o , visto che velocità e posizione iniziale sono vi =0 e zi =0. Mentre la

massa scende dalla posizione iniziale zi =0, la forza di attrito dinamica, di modulo µd|Rn| = µdA |∆k| (vedi 1a),

si oppone allo spostamento, compiendo un lavoro resistente che riduce l’energia meccanica. Alla quota z < 0

quest’ultima è dunque EM (z) = 1
2mv2(z) + 1

2k(z − zo)2 = EM
i − µdA |∆k||z|. Quando la massa m è lasciata

libera alla quota iniziale zi =0 con velocità iniziale vi =0, essa non scende fino alla quota 2zo, dove arriverebbe

in assenza di attrito, ma si ferma un po’ piú su, alla quota zf > 2zo, dove la velocità (e l’energia cinetica) si

annullano: 0 = 1
2mv2(zf ) = EM

i − µdA |∆k||zf | − 1
2k(zf − zo)2 → 1

2kz2
o + µdA |∆k|zf − 1

2k(zf−zo)2 =0

→ zf = 2zo + 2µdA |∆k|/k = −2mg/k + 2µdA |∆k|/k.

Questo è il punto piú basso a cui arriverà la massa (zmin = zf ) perché, anche se compie oscillazioni successive,

esse sono di ampiezza minore della prima, a causa dell’attrito.


